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Introducio

Variaveis dependentes binarias

@ Pretendemos estudar varidveis que assumem apenas dois con-
juntos de resultados possiveis (tem ou ndo um dado atributo).

@ Exemplos:

{1 se o individuo i estd empregado
Qvy=
0 o.c.

Qy-=

{1 se a empresa i tem fundo de pensdes préprio
0 o.c

1 se a Familia i tem seguro de satde
Qy-= 0 oc

o ...
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Introducio

Quantidades de interesse

o Neste contexto, pretendemos explicar a probabilidade de y
exibir o atributo, em funcdo de um conjunto de regressores X:

E(Y | X)=1xP(Y=1|X)40xP(Y =0|X)=P(Y =1]|X)

@ Por sua vez, estamos também interessados em obter os efei-
tos sobre a probabilidade de y exibir o atributo, quando um
determinado regressor x; (j =1,...,K) varia uma unidade:

— Se x; & variavel continua:
OP(Y=11X) _Opl) . |
Ox; Ox;

— Se x; é variavel discreta:

p(X17X27~-->Xjfl7C:i+1)_p(X17X2>"'anflaC:i)

onde ¢; é um atributo da variavel x; (ex.: determinar o efeito
na probabilidade de “sucesso” quando se tem mais um filho)
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Introducio

Caracteristicas das V.A.s com distribuicdo de Bernoulli

e Uma vez que y € {0,1}, sabemos que Y | X ~ Ber (0)
@ Neste caso em concreto teremos 6 = p (x)

o OS seus momentos s3o:
S E(Y [ X) =p(x)
— Var(Y | X) = p(x)[L — p ()]

@ Pela natureza de y, sabemos ainda que:
- P(Y=0|X)=1-P(Y=1]|X)

— Exibe heterocedasticidade natural, excepto no caso em que
p (x) ndo dependa de X, i.e.,, quando P(Y =1 | X)=P(Y =1)

L. Silveira Santos Introducdo; modelos lineares e ndo lineares; Estimacio



Introducio

Que modelo ajustar?

o A principal questdo relativamente ao es-
tudo das varidveis binarias diz respeito 3
determinacdo do tipo de modelo a ajustar
aos dados.

4

o Modelos lineares vs. modelos n3o lineares
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Modelo Probabilistico Linear Especificacido
Problemas
Observacées

MPL — Especificacio

@ O MPL estabelece que a probabilidade de “sucesso” é funcdo
linear de um conjunto de K regressores:
P(Y =1[X)=po+ fixi + Baxa + ...+ Bkxx = XB
em que X é matriz N x K e B é vector K x 1.

@ Sabemos que P(Y =1 | X) = E(Y | X). Assim sendo, den-
tro do contexto das hipéteses classicas (Wooldridge, 2013), as
estimativas OLS do vector de parametros (3 sdo centradas e
consistentes

@ No contexto linear, os efeitos parciais sdo dados pela férmula
habitual:
OP(Y =1|X)
0x

:IB_]’ .j:17"'7K
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Modelo Probabilistico Linear Especificacido
Problemas
Observacées

MPL — Problemas

@ Observemos graficamente a seguinte relagcdo entre uma varia-
vel binaria e uma variavel continua:

4 B
Black Voting Age Population

® Black Representative Elected Fitted values

L. Silveira Santos Introducdo; modelos lineares e ndo lineares; Estimacio



Modelo Probabilisti VLinear Especificacido

Problemas
Observacdes

MPL — Problemas (cont.)

© Os valores ajustados, P (Y/:\l\ X) = XB ¢ [0,1]

© Variacbes sucessivas em Xx;, ceteris paribus, implicam variacGes
sucessivas de P (Y =1 | X), nos valores de /3;, conduzindo a
situagdes em que P(Y =1 | X) ¢ [0,1]

© Heterocedasticidade natural,
Var (Y | X)=P(Y=1|X)[1-P(Y=1|X)]=
=XB(1-XB)
© Uma vez que hipétese de normalidade nio se verifica, teremos

de nos basear na teoria assimptética para deducdo das distri-
buicdes assimptdticas dos estimadores e das estatisticas de

teste
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Modelo Probabilistico Linear Especificacido
Problemas
Observacées

MPL — Problemas (cont.)

o Na pratica, apenas o problema 2 é verdadeiramente impor-
tante, no entanto este é consequéncia de se assumir um mo-
delo linear para este tipo de dados

@ O problema 3 (sobre heterocedasticidade natural) pode ser
resolvido de duas formas:

— Erros-padrio robustos de White

— Estimacdo por GLS (uma vez que a forma teérica da matriz de
covariancia é conhecida)
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Modelo Probabilistico Linear Especificacido
Problemas
Observacdes

MPL — Observacdes

@ Se estimarmos o OLS sem corrigir os erros-padrdo, existe ape-
nas uma situacdo em que a estatistica F é valida:

Ho:1=02=...=Pk =0
uma vez que, sob Hp, Var (Y | X) = 8o (1 — By) = constante

e Podemos estimar P (Y =1 | X) através do WLS, utilizando
como ponderador:
A \1-1/2
{X,ﬂ (1 - X,ﬂ)]
Note-se que este ponderador & especifico para cada individuo i

@ O MPL pode ser interpretado como a melhor aproximacio
linear (em erro quadratico médio), a verdadeira probabilidade

p (x)
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Modelos n3o lineares — Especificacdo

@ Pretende-se agora estudar a probabilidade de “sucesso” com
recurso a modelos ndo lineares:

P(Y=1[X)=G(Bo+ bix1+ Baxz+ ...+ Brxx) = G(XB)
onde se assume que G : R — [0, 1]

o Neste caso, os efeitos parciais ja refletem a natureza n3o li-
near do modelo:

P _ 5 g (x0)
J

onde g (-) é a primeira derivada da fun¢do G (-). Estas fun-
cBes dependem de todos os valores da matriz X.

e Na maior parte das aplicagdes, assume-se que G (-) é uma
func3o de distribuicio, cuja expressio depende do problema
econémico em questdo
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Modelo de variavel latente

e Considere-se o seguinte modelo de variavel latente:

. :
yi:X;ﬂ—i-g,', I:].,...,N
onde,
* 2 HA
— y* & variavel dependente latente escalar
— X; é vector de regressores, 1 x K

— 3 & vector de parametros, K x 1
- & 1 X,',Vi
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Exemplo: compra de carro

e Vamos supor que pretendemos explicar a utilidade de um
determinado individuo adquirir um veiculo automével:

UComprar,i = XY + €1i

e

UNﬁo comprar,i — X,'5 + €2
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Exemplo: compra de carro (cont.)

e Na pratica ndo observamos quantitativamente a utilidade
que um dado individuo i retira das suas decisées, mas sim o
resultado da sua decisio:

*
Yi = UComprar - UNéo comprar —

Xi (v —0)+ (e1i —€2i)
T ———
By

@ Ou seja:

1 sey/>0

0 o.c
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Exemplo: compra de carro (cont.)

@ Neste contexto, estamos interessados em calcular a probabili-
dade de um dado individuo adquirir o veiculo automével, i.e.:

P(Y=1|X)=P(Y*>0]X)
=P(XB+e>0]|X)

P(e > —=X3 | X) (HIP.: distrib. de € & simétrica)
P(e < XB | X)

G (XB)

@ A estimacdo desta probabilidade depende da distribuicdo as-
sumida para o termo de erro (condicionado pelos regressores),
e | X
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Exemplo: compra de carro (cont.)

@ Habitualmente consideramos ¢ | X ~ N (O,ag), no entanto
esta decisdo pode conduzir a problemas adicionais:

X
P(5<X,6X):P<€<ﬁ >
o o
_p < o Bot Bixa+ Boxe + ..+ Brox X)
o- o-
—P< @—l—ém—kéx—l— —i—ﬂ—KxK X)
UE JE 5 UE 0-5

@ O vector de parametros a ser estimado é:

0 = (02,80, b1, B2, - - Bk)
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Exemplo: compra de carro (cont.)

@ No entanto, pela especificacio do modelo e da distribuicio
condicionada ¢ | X, ndo é possivel estimar separadamente o2
dos restantes s

o Como em geral se desconhece 02, porque n3o observamos ¢, o
que estamos a estimar?

(607/817527"'7/8K) ou (/607ﬁlvl62 7ﬂK>

M
O¢ O¢ O¢ O¢

PROBLEMA DE IDENTIFICACAO

@ A (nica quantidade que sabemos de certeza sdo as odds:
op(x) /0% _ Bio() _ B o

= =2 h#j, hj=12,...,K

00 () [~ Buo() By "7
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Especificacdo da funcio G (+)

o A especificacdo da funcdo G depende da hipétese assumida
sobre a distribuicdo do termo de erro

@ No entanto, ao contrario dos modelos lineares, n3o basta as-
sumir hip6teses genéricas sobre os pardmetros dessa distribui-
¢do, uma vez que podem conduzir a problemas de identifica-
cao

@ Na literatura surgiram duas especificaces para a distribui¢do
e | X, que devido a sua simplicidade e por acomodar a maioria
dos problemas econémicos sdo bastante utilizadas
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Especificacdo da fungdo G (+) (cont.)

e c|X~N(0,1):

G(z)=%(2)= /qb(z)dz

onde ¢ (z) = (21) % exp (~2%/2), a funcdo densidade da
distribuicdo Normal estandardizada, Var (¢ | X) =1

e ¢ | X ~ Logistic (0,1):

_ __exp(2)
G(z)=ANA(z2) = T—exp (2)
onde A(z) é a fun¢do densidade da distribuicdo Logistica es-

tandardizada, Var (¢ | X) = 72/3
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Especificacido
Modelos nao lineares — Probit e Logit Motivacdo econémica
Especificacdo da funcdo G (-)

Especificacdo da fungdo G (+) (cont.)

o Na préatica, a especificagdo de G (-) depende da densidade
associada aos valores extremos da variavel de interesse.
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Estimacédo

Estimacdo

@ A estimacdo de modelos n3o lineares pode ser feita com re-
curso a dois métodos: Minimos quadrados n3o lineares (NLS)
e Maxima Verosimilhanca (ML)

@ Do método NLS iremos obter:

— Estimadores consistentes e v/ N assimptoticamente Normais
— Inferéncia robusta a heterocedasticidade com forma funcional
genérica
@ Do método ML iremos obter:

— Estimadores consistentes e v/N assimptoticamente Normais
- Variancia assimptética que atinge o limite inferior de Fréchet-
Cramer-Rao = estimador assimptoticamente mais eficiente
— No entanto, estes resultados sdo validos apenas se a funcdo

G (+) corresponder a verdadeira densidade de Y | X
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Estimacédo

Estimacg3o (cont.)

@ Assumindo que a densidade de Y | X estd bem especificada,
iremos optar pelo estimador assimptoticamente mais eficiente:
o estimador ML

— Assim sendo, em primeiro lugar, serad necessario definir a den-
sidade de Y | X (em termos genéricos):

f (i | xi:8) =[G (iB) [L - G (xiB)]"
— Em seguida, iremos obter a funcdo log-verosimilhanca para o
individuo /:
ti (B) = yilog[G (xiB)] + (1 — yi) log [1 — G (xi3)]

— Note-se que a funcdo log-verosimilhanca para uma amostra
i.i.d. de dimens3o N é imediatamente obtida por via do soma-
tério da funcdo log-verosimilhanca individual
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Estimacédo

FuncGes Score e Hessiana

@ Se derivarmos uma vez a func¢do log-verosimilhanca individual
iremos obter a funcdo score para o individuo i:

si (B) = Vsli (B) =

_JgB)x ] o (] g(xiB)x;

7 [ G (xiB) } (=) [1 = G(x,ﬂ)]

_ gxiB)xi{yill — G (xiB)] — (1 — yi) G (xiB)}
G (xiB)[1 - G (xiB)]

B g (xiB)x; Cl(x
S GwB- e Pl

onde g (-) é a primeira derivada da funcdo G (+)
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Estimacédo

FungGes Score e Hessiana (cont.)

@ Derivando 22 vez, iremos obter a hessiana para o individuo i
H; (8) = V3 (8) =
_ g (xiB)x; x [—g (xiB) xi] _Co(x Vsg (xiB) xixi G (xiB) [1 — G (xiB)]
R 5 | T ) G ( (6 ()11 — G (xB)I}
_ g(xiB)xi{g (xiB)xi[1 - G (x:B)] - g (xiB) /G (x,ﬂ)}> _
{GiB) L - G (B}’

_ B X
G (Xiﬁ) [1 -G (Xi/@)]

+

i — G (x; Veg (xiB)xixi g (xiB))” xjxi [1 — 2G (x;B)]
+ [yi — G (xiB)] (G xiB)1-GxB)  {G(xB)[1— G (xB)} )

onde Vzg (-) é a segunda derivada da funcdo G (-)
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Estimacédo

FungGes Score e Hessiana (cont.)

Se aos resultados obtidos anteriormente aplicarmos o valor
esperado condicionado verificamos que:

B g (xiB3) X}
— E[si(B) | Xi] = G (xiB)[1 — G (x:B)]

[E (Vi | Xi)

G (xB) =0

o () | x] = - g ERATEN (£ %)~ 6 o) T ()

=0

Ou seja,
@ A propriedade do valor esperado condicionado da funcio Score
verifica-se, para uma qualquer funcdo G (-)
@ A variancia assimptética do estimador ML,

avar (B) = {i—E[Hf(m | x,-]}_

i=1
= Apenas no caso em que a densidade de Y | X esteja bem especificada
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Resumindo...

Probit Logit
M) | By Gl o) | )
Els(8) | X 0 0
ETH; (8) | Xi] ’¢(>E?ﬁi())(flﬁ ﬂQC;(?():([@)] —A (xiB) Xjxi
v (5) {é R Ao }_1 (S}

NOTA: A(:)=A()[1—A()]
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Observacdes

Observacdes

o Atente-se ao facto de ndo estarmos interessados nos efeitos
parciais de x; sobre y* mas sim nos efeitos parciais de x; sobre
yi, dado que:

— N3&o observamos y;* mas sim y;
— Mesmo que observassemos y, a sua unidade de medida seria

pouco clara, ou até inexistente (em especial, o exemplo da
utilidade)

@ Adicionalmente, destaca-se a utilidade da estimac&o por via de
um modelo linear, na medida em que a direccdo dos efeitos
parciais é igual a versdo dos efeitos parciais num modelo n3o
linear:

op(x) _ . op(x) _ .
>0
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